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1 Introduction

Le probleme du voyageur de commerce est un probleme NP-complet extrémement connu
et qui suscite un intérét majeur depuis des décennies. Ce probleme d’optimisation apparait
dans de nombreux champs d’application comme pour la construction de cartes du génome, la
gestion des télescopes, les tournées d’infirmiéres, etc. D a sa grande complexité, de nombreuses
heuristiques ont été proposées par le passé. Une grande difficulté rencontrée pour la résolution
de ce type de probleme réside dans le caractere discret de 'optimisation. Or, il en existe des
approches qui proposent une relaxation continue du probleme discret sous ’angle des systémes
dynamiques.

Ainsi, le probleme d’optimisation peut étre abordé sous l'angle des travaux précurseurs de R.
Brockett [3], d” A. Bloch [1] puis de W. Wong [6] qui tous formalisent le probleme du Traveling
Salesman Problem (TSP) sous sa forme matricielle

P,,; = arg gel% Trace (DTPTAP> (1)

ou la matrice D est la matrice de distance entre les villes, la matrice A, la matrice d’adjacence
du graphe complet associé au probléme et ou P est la matrice de permutation des villes. Ainsi la
recherche de la solution du probleme est déportée a la recherche d’une matrice de permutation
P dans 'espace des matrices de permutation ou en concordance, dans I'espace des matrices de
rotation SO(n).

2 L’approche par systeme dynamique et flot de gradient

La premiere piste explorée consiste a intégrer les matrices de permutation dans l’espace
des matrices doublement stochastiques. Les avantages, dans ce cas, découlent du fait que les
matrices de permutation sont les points extrémes de I’ensemble des matrices doublement sto-
chastiques et l'’ensemble des matrices doublement stochastiques est ’enveloppe convexe de
I'ensemble des matrices de permutation [4]. Bien entendu, SO(n) n’est pas un polytope et n’a
pas de sommets. Il s’agit cependant d’un groupe contenant I’ensemble des matrices de permu-
tation de déterminant 1 comme sous-ensemble et sous-groupe. C’est aussi une variété compacte
sans bord et les flux de gradients dans cette variété ont toujours au moins un point stationnaire
stable. L’analogie avec les systemes dynamiques provient de la recherche méme de P sur cette
variété. En effet, on a facilement que

P=-V[(P) (2)



avec f(P) = Trace (DT PTAP) et P= %in(l) L“;P’“ qui constitue bien un systéme dynamique,
—
un flot sur la variété SO(n).

Quelques travaux ont abordé cette approche, tout d’abords pour le " graph matching problem"
[7] puis pour la résolution du probleme de TSP avec une heuristique de 2-opt [5].

3 Vers la mécanique statistique

Outre les aspects de recherche de matrice de permutation par double crochet de Lie comme
énoncé par R. Brockett dans ses différents travaux, des résultats un peu plus récents d’A.
Bloch et notamment ceux de [2] sont extrémement pertinents. Dans ce travail A. Bloch fait
une jointure entre le flot de gradient défini par un double crochet de Lie et les équations d’un
systeme de Toda. Le systeme de Toda est un systeme hamiltonien qui modélise le mouvement
de n particules ayant une interaction exponentielle en fonction des distances les caractérisants
sur un axe. Le hamiltonien est connu et s’écrit

Sy +
k=1

Or il est montré que par le changement de variable de Flaschka, le flot défini par le double
crochet de poisson devient un flot de Lax dont les coefficients respectent la relation

n

1
exk_l’k+1. (3)
1

H(Ili,y) -

DO

k

L=[B,L]=BL-LB (4)

ou L, B sont des matrices issues du changement de variable et | | le commutateur. Si L € SO(n)
alors le systeme est completement solvable. Ce formalisme permet d’étre une passerelle impor-
tante avec les orbites co-adjointes des matrices de Lax L et donc nos matrices de permutations
sous ’hypotheése que P € SO(n). En particulier on retrouve le polytope.
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