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1 Introduction

Le probléeme des Ordonnancements Collectifs [7] traite un ensemble J de n taches com-
munes a un ensemble V de v personnes, nommeées agents, chaque tache ¢ ayant un temps
d’exécution p;. On considere que les taches doivent étre exécutées séquentiellement (sur une
seule machine). Chaque agent k € V a un ordonnancement préféré V* correspondant & 1’ordre
dans lequel il souhaiterait que les taches soient exécutées. Les v ordonnancements préférés des
agents sont regroupés dans un profil de préférences P. Etant donné ce profil de préférences,
notre but est de définir une regle d’agrégation qui retourne un ordonnancement de consensus
satisfaisant au mieux ’ensemble des votants.
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Exemple 1 Considérons par exemple qu’une municipalité ait acté la construction de plusieurs
infrastructures publiques dans une ville (piscine, gymnase, thédtre, ...). Pour des raisons de
budget et de main d’oeuvre, les infrastructures ne peuvent pas étre construites simultanément.
Les projets ont des durées de constructions différentes, et les citoyens sont alors appelés a
voter pour exprimer leur opinion sur l'ordre dans lequel ils aimeraient que ces projets soient
effectués. Dans une telle situation, chaque citoyen a intérét a voir les projets réalisés le plus
tot possible. Il semble ainsi naturel de pénaliser le fait de réaliser un projet “en retard” par
rapport a ce que souhaitent les citoyens, mais de ne pas pénaliser les projets “en avance”.

Exemple 2 Une équipe dans une entreprise doit planifier ses projets pour les mois a venir,
chaque projet ayant une durée propre et pouvant impliquer un investissement différent pour
les membres de l’équipe (déplacements professionnels, horaires décalés, ...). Chaque membre
de ’équipe indique son ordonnancement préféré de ces projets en fonction des périodes de
temps les plus adaptées pour lui. Dans cette situation, il semble naturel de chercher un ordon-
nancement de consensus dans lequel chaque projet est le plus proche possible de sa position
dans les ordonnancements préférés des agents.

Dans le cas ou toutes les taches sont de méme durée, on retrouve le probleme classique du
rangement de concensus [3]. Dans ce probléme, les agents, appelés votants, expriment leurs
préférences sur un ensemble de candidats sous la forme d’un rangement des candidats (du



candidat préféré au candidat le moins apprécié). Le but est alors de retourner un rangement
de consensus. Dans notre cas, les candidats sont des taches ayant des longueurs différentes :
il est important de tenir compte de ces longueurs, et les regles classiques ne peuvent pas étre
utilisées telles quelles.

Le probleme des ordonnancements collectifs a été introduit récemment [7]. Les auteurs
présentent le probleme et s’intéressent en particulier a une adaptation de regles d’agrégation
respectant le principe de Condorcet (cf section 3) et la régle X7 que 1’on présente ci-dessous.

Contributions Nous proposons de nouvelles regles d’agrégation pour le probleme des or-
donnancements collectifs, et nous étudions ces regles d’un point de vue axiomatique et algo-
rithmique. Dans la section 2, nous présentons la regle X7 et deux nouvelles regles. Dans la
section 3, nous étudions les propriétés axiomatiques de ces regles d’agrégation. Ces proprié-
tés sont principalement issues de la théorie du choix social. Nous introduisons également de
nouveaux axiomes adaptés a notre contexte d’étude. Dans la section 4, nous nous intéressons
aux propriétés computationnelles des différentes regles et présentons une heuristique efficace.

2 Trois regles d’agrégation

Les deux premieres regles sont basées sur les dates de fin des taches dans les ordonnance-
ments préférés, ces dates de fin étant vues comme des dates d’échéance. La regle 3T retourne
un ordonnancement minimisant le retard moyen des taches dans 'ordonnancement retourné,
par rapport aux ordonnancements préférés des agents. La régle XD, retourne un ordonnan-
cement minimisant la déviation moyenne des taches dans I’ordonnancement retourné.

2.1 Minimiser la somme des retards : X7

On étend le critere du retard (T, pour tardiness), critere classique en ordonnancement [4].
Le retard d’une tache i dans un ordonnancement S est la différence entre sa date de fin dans
S, C;(9), et sa date d’échéance d;, si C;(S) > d; : T;(S) = max(0,C;(S) — d;). En sommant
le retard sur I’ensemble des taches, on obtient le retard de I'ordonnancement S.

Pour notre probleme, en interprétant les dates de fin d’un ordonnancement comme les
dates de fin attendues des taches, on peut exprimer le retard d’'un ordonnancement par
rapport & un autre, et par extension le retard d’un ordonnancement par rapport & un profil

de préférences.
T(S,P)= > max(0,Ci(S) — Ci(V*))
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La regle T [7] retourne un ordonnancement minimisant la somme des retards avec le profil :
elle retourne 'ordonnancement qui minimise le retard cumulé sur ’ensemble des taches pour
tous les votants. Dans des contextes comme celui de ’exemple 1, cette approche de mini-
misation du retard fait sens. En revanche, s’intéresser uniquement au fait que les candidats
ne soient pas en retard dans le rangement retourné par rapport au profil ne correspond a
aucune approche classique en choix social.

2.2 Minimiser la somme des déviations : XD

Un deuxieme critére classique en ordonnancement est le critere de la déviation (D) [4].
La déviation associée a la tache i est la valeur absolue de la différence entre la date de fin
de i dans l'ordonnancement S, C;(S), et sa date d’échéance d; : D;(S) = |C;(S) — d;|. En
sommant sur ’ensemble des taches, on obtient la déviation totale de 'ordonnancment S.
En interprétant les dates de fin d’un ordonnancement comme les dates de fin attendues des
taches, on peut exprimer la déviation d’un ordonnancement par rapport a un autre, et par
extension la déviation d’un ordonnancement par rapport a un profil de préférences.

SD(S,P) =Y Y ICi(S) — Ci(VH)]
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La regle de ¥ D retourne un ordonnancement de valeur D(S, P) minimale, i.e. minimisant la
somme des déviations avec le profil. Comme on ’a vu, ce critére peut s’interpréter comme
une extension du critere de la déviation absolue issu de la théorie de I'ordonnancement. On
peut également interpréter la regle d’agrégation obtenue comme une extension de la regle
de Spearman [5] qui retourne un rangement de consensus. En effet, la régle de Spearman
retourne le rangement r minimisant la somme des valeurs absolues des différences entre la
position de chaque candidat dans r et dans les préférences du profil. Dans le cas particulier ou
toutes les taches sont de longueur 1, la position d’une tache et la date de fin sont équivalentes :
la regle XD est alors la regle de Spearman.

Ce critere fait particulierement sens dans un contexte comme celui de '’exemple 2 ou ’on
cherche a placer chaque tache le plus pres possible de sa position donnée par les votants. On
pénalise alors les taches qui commencent plus tot que voulu par les agents.

2.3 Une extension de la régle de Kemeny : PTA-Kemeny

La reégle de Kemeny [6] retourne le rangement  minimisant le nombre de désaccords sur les
paires de candidats avec le profil (cette distance est appelée distance de Kendall-Tau). Pour
chaque paire de candidats {a, b}, si a est placé avant b dans r, ce que 'on note a >, b, alors
pour toute préférence du profil dans laquelle b est placé devant a, on compte un désaccord.
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Cette regle est tres étudiée en choix social car elle possede de nombreuses bonnes propriétés
axiomatiques. En revanche, elle considere que tous les candidats sont semblables, ce qui est
classique en choix social mais faux dans notre contexte. On propose donc d’adapter cette
regle en pondérant les désaccords en fonction du temps d’exécution des taches. Si la tache a
est placée avant la tache b dans 'ordonnancement S, le désaccord est pondéré par le ratio

Si b est placée avant a dans S, alors on pondeére par 5 ’jr”pb.
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La régle de PTA-Kemeny (Processing Time Aware Kemeny) retourne un ordonnancement
qui minimise le nombre de désaccords pondérés sur les paires de taches, avec le profil.

Exemple 3 On considére une instance a v votants et 2 taches :
v/2 — 1 votants [ 1 I 92 ]

v/2 + 1 votants [ 92 I 1 ]

La tache 1 est trés courte par rapport a la tache 2 qui est a peine plus supportée que la
tache 1. La regle de Kemeny retourne l’ordonnancement 2 > 1 car c’est l'ordonnancement
préféré par la majorité des votants. En revanche, si les désaccords sont pondérés par la régle
de PTA-Kemeny, le poids des désaccords pour l'ordonnancement 1 = 2 est de pi/(p1 + p2),
ce qui est bien plus petit que pa/(p1 + p2), lordonnancement 1 = 2 sera donc retourné. Dans
un contexte comme celui de l'exemple 1, PTA-Kemeny permet de trouver une solution tenant
compte de lapprobation des votants et de la longueur des taches.

3 [Etude axiomatique
Dans cette section on considere plusieurs axiomes issus de la théorie du choix social clas-

sique [3] ainsi que certains axiomes spécifiques & notre contexte. On étudie notamment, parmi
les axiomes standards :



— Neutralité (N). On considere que la régle  retourne un ordonnancement S lorsqu’elle
est appliquée sur un profil P. Si on effectue une inversion des positions de deux taches
a et b dans toutes les préférences de P, pour obtenir un nouveau profil P’, alors ’ordon-
nancement retourné par r lorsqu’elle est appliquée sur P’ est similaire & S & I’exception
que a et b ont inversé leurs positions.
— Anonymat (A). Aucun votant n’a un poids plus grand que celui les autres : en inversant
les votes de deux votants quelconques, on obtient toujours le méme résultat.
— Renforcement (R). Si un méme ordonnancement S est retourné par la regle appliquée
a deux sous-ensembles de votants distincts, alors la regle retourne S lorsqu’elle est
appliquée sur 'union des deux sous-ensembles
En plus de ces axiomes on s’intéresse a un axiome déja existant, spécifique aux ordonnance-
ments collectifs : le principe de PTA-Condorcet (PTA-C) [7]. Dans le contexte de ’agrégation
de préférences classique, le principe de Condorcet stipule que si un candidat a est placé de-
vant un candidat b dans plus de la moitié des votes, alors a devrait étre placé devant b dans
le rangement retourné. Le principe de PTA-Condorcet étend le principe de Condorcet a des
contextes ou les taches possedent des longueurs différentes. Si toutes les taches sont de méme
longueur, on retrouve le principe de Condorcet.

Définition 1 PTA-Condorcet [7]. Un ordonnancement S respecte le principe de PTA-Condorcet
pour un profil P si, pour toute paire de taches (k,l), si =2~ x v votants de P placent k avant
I, alors S place k avant [. Une régle respecte le principe de PTA-Condorcet si elle retourne
un ordonnancement respectant le principe de PTA-Condorcet, s’il en existe un.

L’idée derriere cette extension est la suivante : plus une tache est longue, plus elle de-
vrait étre largement supportée par les votants pour étre placée tot dans ’ordonnancement.
On propose maintenant deux nouveaux axiomes : la PTA-Neutralité (PTA-N), une version
affaiblie de la neutralité ainsi que la monotonie sur la réduction du temps (MRT).

Définition 2 PTA-Neutralité. La régle r est PTA-neutre si, lorsque l’on effectue une inver-
sion des positions de deux tdches a et b, telles que p, = py, dans toutes les préférences de
P, pour obtenir un nouveau profil P', alors ’ordonnancement retourné par r lorsqu’elle est
appliquée sur P’ est similaire a l'ordonnancement retourné par r sur P a 'exception que a
et b ont tnversé leurs positions.

Lorsque toutes les taches sont de mémes longueur, la PTA-neutralité et la neutralité
donnent les mémes garanties. En revanches lorsque les longueurs sont variables, la PTA-
neutralité assure uniquement que deux taches de méme longueur sont traités équitablement.

Définition 3 Monotonie sur la réduction du temps. Soit P un profil de préférences et soit
P’ un profil similaire & P a lexception qu’une tdche i est remplacée par une tdiche i’ avec
pir < pi. La régle r est monotone sur la réduction du temps si dans l’ordonnancement S’
retourné par r lorsqu’elle est appliquée sur P’, la tache i’ ne commence pas strictement plus
tard que la tache i dans l'ordonnancement retourné par r sur P.

Cet axiome garantit qu'une tache ne peut pas commencer plus tard parce qu’elle est plus
courte. Il est treés proche de 'axiome de monotonie sur la réduction de priz [8] utilisé dans
le probleme de budget participatif.

Finalement on s’intéresse aux relations de distance. Si une regle retourne un ordonnance-
ment minimisant une distance, au sens mathématique, avec le profil de préférences, alors elle
est fondée sur une distance. Une distance est une relation entre deux objets respectant 4 pro-
priétés : non-négativité, symétrie, inégalité triangulaire et non identité des objets différents.
Cette propriété n’est pas un axiome a part entiere, mais étre fondée sur une distance im-
plique certaines propriétés axiomatiques comme le renforcement ou ’anonymat par exemple.
Le tableau 1 récapitule les résultats axiomatiques que nous avons obtenus :



Regle | N|PTA-N | A| R | PTA-C | MRT | Distance
PTA-Kemeny | X X

>T X 71| X7 ? X
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TAB. 1 — Axiomes respectés (v') ou non (X) par les regles de PTA-Kemeny, X7, et XD

On peut noter que la régle de PTA-Kemeny respecte le principe de PTA-Condorcet, le
renforcement et la PTA-Neutralité. Les regles proposées jusqu’a maintenant respectaient
soit le principe de PTA-Condorcet, soit le renforcement. Certains axiomes sont incompatibles,
comme le montrent les propositions suivantes.

Proposition 1 Toute régle respectant le principe de PTA-Condorcet n’est ni neutre ni fondée
sur une distance.

Proposition 2 Toute regle neutre ou fondée sur une distance peut renvoyer un ordonnance-
ment dont la somme des retards est arbitrairement éloignée de la somme des retards optimale.

Ces deux résultats montrent que selon notre objectif, il peut étre nécessaire d’abandon-
ner les relations de distances et les regles neutres, qui sont deux propriétés classiques dans
le contexte traditionnel du choix social. Nous nous intéressons maintenant aux propriétés
computationnelles des regles présentées.

4 Complexité et algorithmes

La regle de PTA-Kemeny est une extension de la regle de Kemeny, qui est NP-difficile [1],
elle est donc NP-difficile. Il existe des algorithmes exacts efficaces basés sur la programmation
dynamique [2] adaptables en pondérant les désaccords en fonction de la taille des taches.

Laregle de XT est NP-difficile au sens fort [7]. La programmation linéaire permet cependant
de traiter des instances de taille raisonnable (20 taches, 5000 votants).

Proposition 3 La régle de SIGMAD est NP-difficile au sens fort.

On prouve ce résultat par réduction du probléeme d’ordonnancement (1||>° D) qui est NP-
difficile au sens fort [9]. Dans ce probleme on cherche a trouver un ordonnancement sur
une machine minimisant la somme des déviations absolues pour ’ensemble des taches, étant
donné un ensemble de dates d’échéance. Notons que la réduction n’est pas directe, les votants
ayant pour une méme tache des dates d’échéances différentes.

On utilise la programmation linéaire pour résolution ce probleme de maniere exacte. Pour
résoudre des instances de grande taille, on propose une heuristique polynomiale basée sur les
dates de fin médianes des taches. Pour chaque tache, on calcule sa date de fin médiane dans
le profil de préférences. On ordonnance ensuite les taches par date de fin médiane croissantes.
On complete cette heuristique par de la recherche locale, basée sur des échanges de taches
successives, et réalisable en temps polynomial. On évalue I’heuristique en terme de qualité
de la solution et de temps de calcul. Pour cela, on étudie le rapport entre la déviation de
I’ordonnancement obtenu avec I’heuristique et la déviation optimale. On compare également
le temps de calcul de I’heuristique avec celui de la programmation linéaire.

Dans la figure 1a, la barre orange correspond a la valeur médiane observée du ratio entre
déviation obtenue par 'heuristique et déviation optimale. Les boites correspondent aux quar-
tiles, 75% des valeurs obtenues sont donc en-dessous du sommet de la boite. Les points cor-
respondent aux valeurs supérieures a la valeur de la boite. Apres application de la recherche
locale, on arrive a des ordonnancements ayant en moyenne une somme des déviations 1%
supérieure & ’optimal avec un temps de calcul inférieur a celui de la programmation linéaire.
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FIG. 1 — Résultats expérimentaux de I’heuristique.

Conclusion Nous avons proposé deux nouvelles regles d’agrégation pour le probleme des
ordonnancements collectifs, chacune faisant sens dans certains contextes. Nous avons étudié
les propriétés axiomatiques des ces regles et de la regle X7 a I’aide d’axiomes traditionnels
mais également de nouveaux axiomes adaptés au probleme. Ces regles résolvent des probléemes
NP-difficiles, mais il est possible de résoudre des instances de taille raisonnable en utilisant
des solveurs de programmation linéaire, et une heuristique efficace a également été proposée
pour la regle de ¥D.

Comme perspective, il serait intéressant de caractériser axiomatiquement la regle de PTA-
Kemeny pour savoir si, de la méme fagon que Kemeny est la seule regle respectant le principe
de Condorcet, la neutralité et le renforcement, PTA-Kemeny est la seule regle respectant le
principe de PTA-Condorcet, la PTA-neutralité et le renforcement. Il serait également inté-
ressant d’étudier d’autres approches issues de 'ordonnancement afin de considérer d’autres
contextes, dans lesquels les taches ont des contraintes de précédence ou des dates de dispo-
nibilitées par exemple.
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